Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM

IV. IN[EGRASI NUIJIF=RIS e

V1. Rumus trapesium dan Simpson

Fads bob int skan dibicaraksn csrs mencar? mfg[az

SeCIry numrmeris dar-z’b

I(f) - /f(ac)dac
3 ‘

dimeana [a, 6] 6:1‘5::'&?@ ,

» ol
T~

—y=fe

Rurnus trapesium peds dassrnys adalah mendekat;
f(x) dgn garis lurus (yang melaly: (9, f(a)) & (5, f(ﬁ))

Lep) = b2 [rer - fon)

Error : x_b

fe-p =) = fex)- { a7 SO+ Ef(é)}
= x-a)(x-b) {[a,b,x]

iga‘f. dejinisi ‘bed fer;%z. ‘
1
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Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM
Jad!: 'emr’ : 6
£ @ = ﬁ:@)dx - {cb-a)[f +ﬂ61]
Q

< [ (x-axx-t)f[a.b,x] ax
Q

Cg" ;’3‘99 fevgah in'éegrézt, dt'da/:at
Eh = flab}] [eaxxbrax  agpsb
a

=—-{ i Ez)}{ -2 cb-a)’J ne[a,b]
G2

Oz-ika intervel [6',51 dibagi menjadi n piss sehinggs
untuk n),z,h-(é-a)/n, dan Jc.-ai-of]z,oz-q,._.,n
C[id@faé: 6 J

n X/
Ih = ff@'—)dx =£ ]fcx)dx
2 F %
- [ shlfego- fepl- 4R f b))
JFI
dimana -2 1\(1201.(23-
Mirgga im‘:%groana depat didekaty tgn

L) = blsfofir-hiifa]
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Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM

® Kesalahan I,(f) thd I(f) adalah
E,H) = Ith-L,(f)

FPerlu di irga'f. babws

Mtn x) Z ) § Max f(x)
o f=2 € 7 £ f ()  Man fiéx

ksrena f x) menerus pacla agxb , maka
E.(f)=-1Fnflg) pelab]
--L1h (6-a)f (1)
- (bnf)j 2
® ELstimast kesalshan asimtotis (E, (f))
Limit En@) | Limit [-—Zf . ]

n-o A n-)ao

= ——2 Limit Zf(’:.,)ll

n-—)oo J*1

=——jf (x) dx

=-E{f(b)—f(a)}
maka Ean);_-: _I{,_Z{f'(g)_ffa)}
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Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM
Dta‘inisi. :
gka E, (f) adalah. kesalahan eksak , sedargkan En &#

adalah estimast darinya, maks En f) disebut estimas;
kesalahan asimtotis dari E, (f ) J'a.'ka :

nyoo  E,(f)
ata T
- Limid En (f) ~ En(ff) -
n- 00 Ef)

® Rumus ﬁrapesium terkoreksi .
Dergar menggunaken E,(f), rumus trapesium dapst
dléirgkatkan mery‘adi :

CT, (f) = I, () + E, (f)
1 7 ;'2 ¢ ¢
“h[3hefie - 2h 302 [0 -f@)

.} Rumus Simpson
I A

=B &) g=f(x)

a %(&Hb) b e

http://luk.staff.ugm.ac.id/numerik/ 4 Djoko Luknanto



Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM
Dalam metods Simpson furg.si f(‘ar.) didekats dengan P, ()

melalui 3 titik (8,£)) , (¢,f(c)) dan (b, f(b)) dimens
C= (a+6){z.

< [ (x-exx-b) x-a)(x-b> (x=-3)(x-¢c) ]
llz(f) aj[ (@-c)(@-6) f(a) *(c-a)(c-b) s (b6-a)(b-¢) !(5) dx

.. %’. [f@) + 4f(c) +f(b)] f:{iman_a h= (b-a)/z

Iﬁsabﬁannga :
E,cf) = Igf)-fzrf)

= [(x-axx-cxe-b) f [2.b,c,x] dx
q _

Haga \‘.eryaf: iniec?ral tidak dapat digunakan karens
(Xx-I)x-c )Cx-b) bcraam‘.i tands x=C.

a
Did%finisikm: w(x) = / (t-arct-c)(t-b) ot
a

3{‘?
4
(a-b)
©4
x;—. w(x)
a C=(a+b)/2 b o
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Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM
Beberapa fakta mengenat w(ar.)

(8-6) “b)

7 W) >o utk agxe<bd

w(@) =w(b) =0, w(e) =
wie) = (x-a)(x-c)(x-b)
O[adi E Q‘) dapat cditulis sebegai :

E,f) _/w(x)j[a ,x]d_x.

< [w(x)f[a, c :x:]] /zo(a) f[a,b,c,x]
- -fw@e)f[a b,c,x,x]dx
=_f[aac;; /wcz)dx $e[at]
A [4 As]

5 N

5
i = 1,_5fm(_‘z) 7€ [a,6]
Fika interwsl [3, b] dibaqt menjadi T Pias , ny2, h- (.6-3)6,

x; = a+o(5 untuk ji=o In/z, n aefnrwa
Itf) = f(z) de = Z f ch) els 7 = genap
”/2 0("1 Xy -2

J

J1

h1f waf +f1-2fo0
{2 fy o tfyr b)) -5 O]

R AN
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Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM

Rumus sﬁnpaon=
I"Cf) = Jﬁ [Jﬁ*llf;*ﬂ(z*‘lé* qu+ i an-z+ q n-1 +fn]

Kesalahan estimast I, (f) n/,
5 4)
E,cfH= IH-L,(f) =- ;'s/")- ;’;—Z f((’g-)
Kib-3) e ' =2
2 oy ™ e
- _(b-a) «)
180?7‘ff @

3)

B 4
Estimasi kesalshan asimtotis « E,_ (f) = - ,—(-g'-o [ j by~ j (a)

IV 2. Rurmus Newton - Cotes

Rumus trapesium dan Simpson sebetulnys merupsken dus
buah rumus pertarng dari rumus Newgn- Cotes.

Z.lnéuk ny1, h-(ﬁ-a)/n ’ J;t = ag‘f: " 0;’-0,1_ sivi g W0 . DideJ(i,_
nistkan il (f) dengan mergganti f(ae) denjan Fol;-nom,'az

P, C®) pacle iiiik—tiétk e xR, .

I(f) =]fcae)dx = In(f) -anCQ)dz

g g
Dergan interfolasi %agrarge utk PrnCe, maka
n
L= [ 2 1, fop ax

a J=o
n

= W x.
_Z Fn J( )
", aa
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Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM
% .8

i [0 jronm
: A

Untuk nilai n= 1den 2 telsh dissjikan sebsgsi rurnus £rape-
stum dan Simf-son. Sekararg untuk n=3, contoh untuk
menghitu w. adslsh .

I G g0

w, = [ KoRI(X-X;)(R"X3) 5
PRSEENTEEENTESED

dike & = xo-*M , O\(/!.(3, moaka
x3
- ra (e-RCR-R )R- 25 ) e

%, 3

--6%3 /g/r.-z)-ﬂ (f-2)A (f-3)h. hdi

o)

3
= = éf(ﬂ-ntﬂ-zxﬂ-s)dﬂ =%é

IJOI

O&ka W, , W, , W, di")iﬁurg dergan core diastss, akhiz’nJa aken

1> 2>

dicdlapst utk n=3

L= 38—1’ [feear+ 3fce) + 3 fex,) +f(=ca)]
Kesslshen pucls In(f) dinayat‘.akan sbb :

a) Utk n genap -

(n+2)

En(of) = anmsc{ 1) ze[a,b].

1

n
dimans C,= it ‘/ﬂz(/(-;)...(/(—n)dﬂ
o
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Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM

by Untuk n g&sat :
EnGf) = C b ™2 f ™ 7€ [a,8]
n

(ni,)_; ﬁ" (M-1)... (f-n) QL

dtmana Cﬂ =

® Rumus Newton - CGotes

n-z rumus trapesium
3
‘[fcx)d;;-_ = fi [f(a)-o-f(b)] f(;)

n-z rumus S,mf,,,o,,
ﬁ@*)dﬂe = 34 fca) +4f( a+b) f(b] (;

n:: .
é[{(z)dg = = [f(a) +3fca+h)+ 3{(6 A).;.)((B)] ;of
n-q, rumus Boole

/f(z)dz o o= [7fca)+3zf(a+fz)+ zzf( )+3zf(6 -h)+ 7f(6)]
fcs)}

)

(%)
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Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM

® Lefinisi - Inéegrasi numertk f( ) yang mendekati Icf) di-
sebut mempunysi dex{%%d. 3k2iepatan m ’ik’é

1) I(f) = I(f) utk semus polinomisl f(x) dersjsd {m
2) f(f) #1(f) utk bbrp polinomisl f dergjad m+z1

Contoh :

Pads rumus Newton - Cotes utk n=1,3 dikatsken memfmgd
dergjad ketepsisor m= 1,3 5edar§kan utk 71=2,4 mempu-
nyst deng'ad ketepstan m=n+1 = 3,5.

Is k babws rurmus N-C dengan = gernap me hasilksn
dezrraz;d fceiepatan extra dz'b?;;dt'rg g‘n rf;. g&sg.

_3'5 Ads rumus Newton - Cotes Jorg tidak men&?unakm salsh
sotu stau kedum titik diu ung interval . Contoh yong Palz'rg;
sederhana sdalsh rumus fz/tzk fe:yob :

5 3
aﬁ(x)dx -(6-3)!(%’15) + (62::’)f'(rz) Ze[a,L]

Rumus komposii nys :
b

ff(u)dz = -Z;,(f) L En(f)

3
L) = h[feea+- - +fzn)]
’)2(6-3) “
E,C(f) = o fon 7€[a,8]
dima'na 3 }l. B (5-8)/77 A
x: = a+(f-1)h sebagsi tit:k ab dard tibk
J a 122 (a-:-g-zﬁe],-;g; a-y'ﬁ)
untuk oi-z,z,...,n
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Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM
.Rumus N“‘C Jung_ demikian 1m disebw& dengan rumus
i':erbuka sedargkan Zurnus garg_ 'ZEZ‘dah‘UZu 2 eﬁuf ﬁ&'ﬁufup

o Rumus Newton - Cotes terbuks.

ffca)dzzzjlfc 0+ 1)

X3 3
S feret = %ﬁ [feen + fem | + ‘:,—hf"(?)
Lo

q
uh’

/f@z)dz - 5 [zfczx) f(z,_)-pzf(z;)]-r - (4)(;)

n=5
x5

[ feretoe = —[nfcm*-fczz)-*f@s)*“f"“”] e f

%5
dimans h = (X,-X,)/7m

t bates bawsh
batas atss
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Kuliah Metoda Numerik

V3. Kusdratur Gsussian

JTSL FT UGM

Bds metods inteqrasi sebelurmnys, rumus wnteqrasin
berdssarkan Lnomial delty'a rendah Y9 merupg-

kan Pendeka n fC*) delyan d’umlah pias semakin

besar.
Kuasdratur Gaussian, rumus inteéra.sirya merwunakan
b l derg/ad ' ¢inggl .
Po tnomMmia Jairg ercy nJa 7::8 in rgg;
Iif) = [we ferex =} w, . f0%.0) = ()
g

=
Seb?a i ilustrasi :

e i
[ femrax < ) w; fex
-1 d}l

dimana w(e)=1. laktor Peméerat {&3‘} dan titik
nodal {;} di/:ib‘h sedemikian sehingga kesalshan
1 n
En(f) = [femam - ) wifes)
-1 J*‘I
sama dengan nol wuntuk suatu Linomial ) de‘lgan
deréyad J:etirwi murg’u‘n. = JQ:
E, (3,+3%=+ ... +a, x") =g E,(1)+8,E (=)+ - .+amfn(£l
P E,(f) = o untuk setisp polinomial dergjad {m
¥ .
Enle) =0 1=0,1...,m
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Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM

® Kasus 1. n=1. Karens flancya 2 Paramez‘.er; z’ax dan 'x.i
sehingga diperluksn 2 perssmaan :

fn(z)=o fn(x)a-o
b 4 ;

1
O[adr. f.xda.-zqt::o /a:dz-aozaez-o
-1

ol d

w1=2 xl‘o

z

sehinﬁa f fGerd= = 2 /(o)

=1

® Kasus 2. n=2.Ada 4 parameter w,,»,, X, x, sebtrwa
dibutubkan 4 persamasn :
1

s ] Z L
fn(ac)_ 2 dac-(vzzl-f-uzaez)go
-1

uﬂfuk i = o, 1,2,3
atau
w1+ wz = 2 &)121 -~ wzacz = 0

3 3

2 2
D,k -+ +
1% TS = NS TRE 0

2
3
mevgﬁasilkan rUmus :

1
[ferae - f¢- 1)+ f3h)
-1
mempu 22 dengiad ketelilian 3. Bandtrg/wn dergan
rumus im)ason g9 mewunakan fzg& titik.

http://luk.staff.ugm.ac.id/numerik/ 13 Djoko Luknanto



Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM

Kasus 3. Untuk n, terdspst 2n psrameter { wi} dan
{ :ei} sehingga £ez~daf>at 2n persamaan

fn(:c‘) = 0 1=0,1,...,2n-1
n _ (o) t=13 ...,2n-1
i
Z W,; X: =
L F7d { = i=0,2,...,20-2
=1 i+1
persamaan diatas merupakan sistimm persamIan non-

linier Je Perge[esaiann o tidak selalu ojelas. Oleh

karena itu dc‘gunakan cora lain.

atau

® Kuadratur Causs - Legendre

Untuk wee)= 1, Turmus Gauss pada interval [—I,I]
adalsh n

1
-Iffcx)dx . Z w; f %)
g1
dengan titik = adalah aksar dar: Foliﬂomial endre

derajad n dalgm interval [-1,1]. Faktor Pemberat‘.rya
adalah

W, = 2 = b O
(m+1)B/(x;) B, (=;)
dan 22n+1 (n j) 4 J(CM)(’Z)

En(f) =

C@nn[em]? @n!
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Kuliah Metoda Numerik

Table 5.10 Gauss-—Legendre nodes
and weights . - o

JTSL FT UGM

j,.._n

X »

]

2
3

155773502692

+ 7745966692
0.0

 +.8611363116 ' -
 4.3399810436
 4.9061798459
+.5284693101

0.0
+.9324695142
+.6612093865
+.2386191861

- 4.9491079123
| +.7415311856 .
. +.4058451514

0.0
+.9602898565
+.7966664774

- +.5255324099
+.1834:46425

0
5555555556
. 8888888889 -

* 3478546451
.6521451549

2369268851
4786286705
5688888889
1713244924
3607615730
4679139346
1294849662
2191053915
3818300305
4179591837
1012285363
2223810345
3137066459
3626837834
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Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM

Contoh - éVé V3

N
® N=2 /f(z) de = f(o 57;3502692) +/(-O .57735‘02.692)
-1

n=3 j f(ae) d=z = 0.5555555556 f (0-7745906692) +
0.5555555556 f(-o. 77459%€€92) +

0.8888868889 £ (o)

& Untuk inteqrel pIds wnterval umum [3,6], maka dé‘?una
kan :';ransformasz sbb :

7
ff(é)d{: - L¢b- a)_/f( a"b‘““ a)")dz
LA
- jeb-o) J wy f(22 %)
F=1

& f(x +2%r2s1)de = 31[3

Dl"nturg dEnéan kusadratur Gaussian mergl-,gsd Lessiry. »
fj(z)da = -’-(.3-1) [10 J[( 1+3+(3 1)3V")
1ox f( 1+5+(.3 :)(-—-Va))]
“ f(z+ ) + fe2-§15)

- 3466666667
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< Ori:hogonal Pol‘ynomials

Kuadratur Gauss - Leqendre mengqunakan Polt"no mral
orthogonaz I.?endre- Ads banya famili Polinomial Jog

orthogonal . Secara umum suatu fomili polinomigl 3,(=)

disebut gréogonal thd fwg.sz pemberst w(=), oiika
wee) 9 (=) (=)de =0, nkm
Juweog, 3. |
/w(") [g 0] o= = cem) £0
3

Gontoh : set {smka:} dan {cos fm}

» Rlinomial Legendre : P (=) - or nal pads interval
[—1,1] thd wc?;.)=1 4 togo
1
[B )P rdx =0, ngm
-1
1

f [B,c)] “dr = cm) # o
~1

Beberspa F (x):

Pe)=1

By=x

P, (=) = 2!(3232-1)

B (%) = 1 (5%>-3%)

1-'2(3:) =z é (35:1:4-303::24-3)

Rurmus rekursiv :

};(‘ac) = 2—2:1 xa_l@c) - —:—’;—1 B)_ZC*)
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Kuliah Metoda Numerik JTSL FT UGM
¥ Blinomisl Lacguerre :-tn(*) - Orfogona[ pada [0,00]

detyan W) = e~ %
co

_/e'3e Incz) c:mcz) de =©, 7n#m

o

. |
[e = [&X, ] dx=cm o
o .

Beberaps otn(_‘ac): L (=) = 1

331(*-) - -R+1
5 () /mincd ~ 45 +2
L3 (=) =-22+9%%_18% +6C

Rurmus rekursiv : x,, (=)= (2n-t-1)xn_,(*) = ("‘szn_z( )

» RBlinomial Chebcy.sev (=) Ortogonal pada [-1,1] cgn
w(=e) =(1— 2‘) 2

f T, (=) Irn (=)

i o 1-x2

[T, )]

-1 1-»*

de =0, MM

de = C(N)#0

Beberafa T;,(z) T(ac.)-

Q; ()= %
T (=)= - 2221
T, (=) = 4% 32

Rumus rekursiv : I;,Cae) = 2% T;,_I (=) - T”__2 )
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2 Rlinomial Hermzﬁe H n(®) 9 Or'f030ﬂal pada [—m;oo] cgn

wie) = e“*

fe ]L,Cae)]i,'ncz) dz = 0, 7n¢m

fe [H (=] dz = ccn) 40

Bebersps H, (=): H_ (=) =1
H, ¢®) = zae

I‘I,cae) l/:c -
H, (=) = = 823- 722¢

Rumus rekursiv: H, ()= 2=H, (=)~ 2(n2)H,,_, (=

L) Khadratur Gauss - Laguerre :

f e f(ae) dae = J f(
Kusdratur e daf:a'é dzpakaz. utk mergbzfurc)g

/ o{({_)d-é =e/ f(:e-:-a)dz
e-az w, f(x; +3)

J
dimane IQJ = fakfor Pernberat

2 = gkar dari Pol:‘nomial Laguerre

¢

http://luk.staff.ugm.ac.id/numerik/ 19 Djoko Luknanto



Kuliah Metoda Numerik

® w. dan =: darl kuadratur

z.

¢

d d
Gauss - Lagu erre
- ¥
2 0.85355 33905

0. 14644 6609y

3 0. 71209 30099
0. 27851 77335

0. 01038 92565

4 0. 60315 H1043
0. 35741 86924

0.58578 ©4376
3. 41421 35623

0. 41577 455©7
2. 29428 03602
6. 2893y 50829

0. 32259 76896
1. 74576 11011

4. 53662 02969
9. 39507 09123

JTSL FT UGM

-1 d.,"'-:
dimena w; = L
pe S -
g %®; = co.s(%ﬁnl ) Fr b2, 7
6-3] 1 a+b+(b-a)=
ﬁ(z!)dt - 5 = [V:—xi f( 3 )|dx
S -z F1-x " L - _
i FC=)
b-am l/_ 2 g+b+ (b-9)%;
= 2n : xJ J(( 2 )
It
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o) Kuadrab.w Gauss - Hermiﬁe

JTSL FT UGM

fe fcac)dac decz)

ol=1

n -
h‘)}
2 0.88622 69255
3 0. 29540 89752.
1. 18163 59006
4 0.08137 2835y
o. 80491 4900
5 0. 071995 32421
0. 39361 93232
0. 94530 87205
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g

+ O. Je710 6781

t 1.22y474 48714y
0.0

+ 1.65068 07239

* 0.52464 76233

+ 2. 02018 28705
* 0.95857 24646
0.0
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